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1. INTRODUCTION 
Considerons larepresentation naturelle de H = SL(2, C) dans l’espace V,
des formes binaires de degre d. Soit C[ l/,lH l’algebre des fonctions 
polynomiales H-invariantes surV,. Le degre de transcendance surC de 
cette algebre est d - 2 (pourvu que d B 3), mais le cardinal dun systbme 
gtnerateur minimal de C[ V,IH est beaucoup lus grand que d- 2. Par 
example, Kac a montre [2, p. 1061 que, pour d impair, cecardinal majore 
p(d- 2) ou p est la fonction classique de partition; rappelons que p(d - 2) 
est en gros de l’ordre d es. Kac, comme Popov dans [3], emploie la 
methode des “slice r presentations, ” introduite e  appliqute avec sucds en 
theorie d s invariants dans [4], pour un but analogue. 
Nous allons montrer, par la m&me methode, qu’un phtnomene analogue 
se produit pour certaines representations des groupes ymttriques. Con- 
siderons un entier impair, note 2n + 1 dans tout l’article. Desormais, G 
designera le groupe symttrique S2,,+ . La partition [n+ 1, l”] = 
[n + 1, 1, l,..., 11 de 2n + 1 definit unG-module simple W, sur C de dimen- 
sion (2). Soit C[ W,,]” l’algtbre desfonctions polynomiales G-invariantes 
sur W,,. Le degre de transcendance surC de cette algebre est (2,“) puisque 
C[ W,] est entier sur C[ W,,IG. Soit CL, le cardinal d’un systeme gentrateur 
minimal de C[ W,]“. 
TH~OR~ME. Supposons n pair, et 2n + 1 premier. Alor. p”/dim W,, -+ 
+oo, et mEme logp,/logdim W,,+ +a, yuand n + +m. 
2. Rappels (cf., par exemple, [l, chap. 2 et 71). Soit c( la partition 
[n + 1, l”] de 2n + 1. On appelle a-tableau une figure telle que (1): 
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(1) 
l-l bn 
b, a, ..* a, 
(2) 
b, 
bn 
06 (a, ..., a, b,, b, ,..., b,)est une permutation de (1,2,..., 2n + 1). On a une 
notion de a-tableaux equivalents par permutation h rizontale. La classe 
d’equivalence dun a-tableau s’appelle un a-tabldide. Le a-tabldide 
correspondant a (1)se note par la Fig. (2). Un tel tablo’ide est entierement 
determine par la suite (b,, b, ,..., b,), qui peut 6tre une suite quelconque de 
n elements distincts de {1, 2,..., 2n + 1 }. On le notera e(b,, b, ,..., b,). Le 
groupe G op&re de man&e naturelle surles a-tableaux (sirr EG, le trans- 
forme de (1) par n s’obtient en remplacant , ,..., b, par rcu ,,..., nb,). On en 
dtduit une action deG sur les ol-tablo’ides. Le C- pace v ctoriel admettant 
pour base les cr-tabldides evient ainsi unG-module M,. Si 7c EG, on a 
71 e(b, ..., b,)= e(nb, ..., x6 ). 
On posera 
f(b, ,..., 6,)= 1 w(b,l ,..., b, ) EM, 
0 E s, 
(ou E, est la signature de a). On a 
7~ .f(b,,..., b,) = c q,e(nb,l ..., nb ,) =f(nb, ..., nb ). (3) 
C7E.S” 
Tout a-tableau (1)dkfinit, non seulement le abldide (2), mais aussi le 
“polytabldide” 
b no a, ... 4 
b nn 
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oti I’on fait operer S,, 1 de maniere vidente sur { 0, l,..., tz }. Ce 
polytablo’ide, qui ne depend que la suite (6,, bl,..., b,), sera note 
g(bo, b, ,..., b,). On a 
=f(b,, bz,..., b,)-j-lb,, 62,..., b,)-f(b,, b,, b3 ,..., b,)
-f(b,, b,, bo, bw., b,,)- ... -f(b,, b2 ,..., 6,-l, 6,) 
=./lb,, bz,..., b,)-f(bo, bz,..., b,)+f@o, b,, bx,..., b,)
-f(bo, b,, b,, bzt,..., b,) 
+ ... + (- l)“f(b,, b,, b, ,..., b,-,). (4) 
Le sous-espace vectoriel S, de M, engendre par les g(b,,..., b,) est un 
sow-G-module simple d M, appelt module de Specht correspondant a a. 
C’est ceG-module qui est associe a a dans la classification h b tuelle des G- 
modules simples sur C. Nous noterons poI la representation correspondante 
de G. On a dim S, = (2) d’apres [ 1, 2.3.211. 
3. On notera y l’element (I,2, 3 ,..., 2n + 1) de G, et r le sous- 
groupe a 2n + 1 elements de G engendre par y. Pour tout xE M,, on posera 
x* = x + y. x + y*. x+ . . . + y2”. x. 
En particulier, compte tenu de (3), 
e(b, ,..., b,)*= F e(y’b, ,..., y’b,) (5) 
i=O 
f(b, ..., b,)* = F f(y’b ,,..., yib,). 
I=0 
(6) 
Quand x parcourt S,, x* parcourt l’ensemble des lements de S, fixes pour 
r (ou Y). 
4. LEMME. Soient un entier > 1, et 6 un dlkment de SZr posskdant les 
proprif%s suivantes: 
(a) 6 permute ntre ux les ensembles { 1, 2 ,..., t} {2, 3,..., t + 1}, 
{3,4 )...) t+2} )...) (t+ 1, t+2 )...) 2t ; 
(b) 6 permute entre eux les ensembles {1, 2,..., t - 1}, { 1, 2,..., 
t-2,2t}, { 1, 2 )...) t - 3, 2t - 1, 2t}, (1, 2)...) t-4, 2t-2, 2t-1,2t) ...) 
{ 1, t+ 3, t + 4 ,...) 2t}, {t + 2, t + 3 ,...) 2t . 
Alors 6=id ou 8=(1,2t)(2, 2t-1)(3,2t-2)...(t, t+ 1). 
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(a) Supposons que 1~6((1,2 ..., t-l}). Alors 1~6({1,2 ,.,, t}), done 
6({ 1, 2)...) t}= { 1, 2)...) t}.
Alors 6( (2, 3,..., t + 1}) contient au moins t- 1 nombres dt, et est dis- 
tinct de( 1, 2,..., t }, done est egal a { 2, 3 ,..., t + 1}. Compte tenu de ce qui 
pr&de,6(1)=1et6(t+l)=t+l. 
Alors 6( { 3, 4,..., t + 2)) contient au moins t- 1 nombres <t + 1, et est 
distinct de (1, 2,..., t} et de { 2, 3 ,..., t + 1}, done est &gal a { 3,4 ,..., t + 1}. 
Compte tenu de ce qui precede, d(2) =2 et d(t +2) = t + 2. 
De proche n proche, on obtient 6(i) = i et h(t + i) = t + i pour 
i = 1, 2,..., t, done 6 = id. (On ne s’est ervi que de l’hypothbe a)). 
(b) Supposons que 1 $6( { 1, 2,..., t - 1}). Alors 6( { 1, 2,..., t - 1}) = 
{t + 2, t + 3,..., 2t) d’aprb l’hypothese (b). Posons 6’ = (1,2t)(2,2t - 1) 93+ 
(t, t+ 1)6. Alors 6’ verilie eshypotheses (a)et (b) du lemme, et 6’( {1, 2,..., 
t-l})= {1,2 ,...) t- 11, done 6’ = id d’apres la partie (a) de la 
demonstration. 
5. On notera x0l’eltment suivant deS,: 
x(J = g( 1, 2, 3 )...) n + 1)*. 
D’apres (4), on a 
xo=f(2, 3,..., n+ l)*-f(l, 3 4 ,...) n+ l)*+f(l, 2 4 )...) n+ l)* 
- ... +(-l)“f(l, 2, 3,...) n)*. 
6. LEMME. On suppose n pair. Soit 6E G tel que 6( 1) = 1 et 6 . x0 = x0. 
Alors 6 = id. 
(A) 11 rtsulte de (6) quef(2, 3 ..., n + l)* =f(l, 2,..., n)*. Done 
xo=2f(l,2 ..., n)*-f(l,3,4 ,..., n+l)*+f(l,2,4 ,..., n+l)* 
- ... -f(l, 2,..., n- 1, n+ l)*. 
(B) On a 
f( 1, 2,..., n)* = 1 F s,e(yial, y’a2 ..., fan). (7) 
us& i=O 
Identifions 1, 2,..., 2n + 1 aux sommets dun polygone r gulier convexe P 
a 2n + 1 cot&, oriente dans le sens du parcours 1, 2,..., 2n + 1, 1. Si 
+e(b ,,..., b,)apparait dans le dtveloppement (7) de f( 1,2 ,..., n)*, on a: 
{b 1,..., 6,)= { 1, 2,..., n} ou (2, 3,..., n + 1 } ou . . . ou { 2n + 1, 1, 2,..., n - 1 }; 
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autrement dit, {b, ..., b,}est une suite d n sommets constcutifs de P.Les 
(2n + 1) n! Ckments e(b, ,..., b,)figurant dans (7) sont 2g 2 distincts. 
(C) De m&me, 
f(l,3,4 )...) n+l)*= 1 ; &,e(yibl, $03, y’rr4 ,..., y’a(n + 1)). (8) 
0sS. i=O 
Si f e(b, ,..., 6,)apparait dans ce dkveloppement, o  a 
{b I ,..., b,}= { 1, 3, 4 ,..., n + 1 ) 
ou 
(2, 4, 5 ,...) n+2} ou . . . ou (2n + 1, 2, 3 )...) n};
autrement dit {b, ..., b,)se compose d’un sommet de P suivi d’une lacune 
suivi den - 1 sommets constcutifs de P. Les (2n + 1) n! tlkments e(b, ,..., b,)
figurant dans (8) sont 2A 2 distincts. 
(D) Continuant de la sorte, onvoit que les e(b,,..., b,) figurant dans 
le dbveloppement de x0apparaissent avecle coefficient + 2 s’ils proviennent 
de 2f( 1, 2,..., n)*, avec le coefficient ) 1 s’ils proviennent de
-f( 1, 3,4 ,..., n + 1)* ou . * . ou -f( 1, 2,..., n - 1, n+ 1 )*. Comme 6 * x0 = x0, 
on en conclut que 
6 .f( 1, 2)..., n)*=f( 1, 2)...) n)*. (9) 
(E) Compte tenu de ce qu’on adit en B), on voit alors que 6 per- 
mute entre eux les ensembles 
t 1, L.., n}, (2, 3,..., n+ l} ,..., {n+2, nt 3 ,..., 2n+l}, (n+ 3 ,..., 2n+1, l}, 
(n-i-4 ,..., 2nt1, 1, 2) ,..., (2n+ 1, l,..., n- l}. 
Comme en outre 6( 1) = 1, on a les proprittks suivantes: 
(a) S permute entre eux {2,3 ,..., n+l}, {3,4 ,..., n+2) ,..., 
{n+2,n+3,...,2n+l); 
(b) 6 permute entre eux (2, 3,..., n} {n + 3, n+4 ,..., 2n + 11, 
{n + 4 ,..., 2n + 1, 2) ,..., (2n+ 1, 2, 3 ,..., n - l}. 
D’aprb le lemme 4(que l’on transforme g& ri la bijection croissante de 
{ 1, 2,..., 2n)sur (2, 3,..., 2n + 1 } ), on a 6 = id (auquel cas le lemme est 
ktabli), ou 
6= (2,2n+ 1)(3,2n)(4, 2n- l)... (n+ 1, n+2). (10) 
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(F) Supposons (10). On va obtenir une contradiction. D’aprh (3), 
(6), (lo), ona 
6 .f( 1, 2,..., n)* 
=f(l, 2n + 1, 2n ,..., n + 3) +f(2n + 1, 2n,..., n + 2) 
+f(2n, 2n - l,..., n + 1) 
+ ... +f(2, 1,2n+ 1,2n ,...., nS4) 
=(-l)““(f(n+3, n+4 ,..., 2n+ 1, l)+f(n+2, n+3 ,..., 2n+ 1) 
+f(n+ l,n+2 ,..., 2n)+ ... +f(n+4,n+5 ,..., 2n+ 1, 1,2)) 
= (- l)““f( 1,2,..., n)*. 
Si n/2 est impair, cela contredit (9). Supposons /2 pair. Alors 
S.f(l, 3 4 ,..., n+ l)* 
=f( 1, 2n, 2n - l,..., n+2)+f(2n+ 1,2n-1,2n-2 ,..., n+ 1) 
+f(2n,2n-2,2n-3 ,..., n)+ ... +f(2,2n+1,2n ,..., n+3) 
= -f(l,n+2,n+3 ,..., 2n)-f(2n + 1, n+ 1, n+ 2 ,..., 2n - 1) 
-f(2n, n+ l,..., 2n-2)- ... -f(2, n+3, n+4 ,..., 2n+ 1) 
= -f( 1, n+ 2, n + 3 ,..., 2n)* = -f( 1, 2,..., n - 1, n+ l)*. 
Compte tenu de ce qu’on avu en (B) et (C), cela contredit 6 . x,, =x0. 
1. LEMME. On suppose n pair. Le stabilisateur de x0 dans G est IY 
On a dkja observt: quer. x,, = (x,,}. Soit 6E G tel que 6. x0=x0. 11 
existe 6’Er tel que S’S( 1) = 1. On a 6’6. x0 = x0, done 6’6 =id (lemme 6), 
done 6=S’-‘~r 
8. LEMME. On suppose 2n + 1 premier. Soit o = exp(2iz/2n + 1). Les 
valeurs propres de p,(y) sont 1, co, w*,..., w2”. La multiplicitt; de 1 est 
a=&((:)-(-l)“)+(-I)“. 
Pour i= 1, 2,..., 2n la multiplicitt de wiest 
b=&((;))-(-I,“). 
Comme y2”+’ = 1, les valeurs propres de p,(y) appartiennent 9 
190 J. DIXMIER 
{ 1, o, o*,..., wzn ). Comme pI est definie sur Q et que 2n + 1 est premier, les
multiplicites de o, o*,..., Wan sont outes &gales a un entier b B0. Soit ala 
multiplicite de 1. On a 
a+2nb=dim SE= (11) 
D’autre part, r p,(y) = ( - 1)” d’apres [ 1, 2.3.171. Done 
( - 1)” =a + b(o + co2 + . . . + co2n) = a- b. (12) 
Les for-mules (11) et (12) donnent le lemme. 
(On retrouve en passant lefait Clementaire que, si 2n + 1 est premier, 
(2) - ( - 1)” est divisible par 2n + 1). 
9. Dc!monstration du thiort+me de Pintroduction. Desormais, on suppose 
n pair et 2n + 1 premier. Soit pL, (resp. 111) le cardinal dun systeme d’un 
systeme g nerateur minimal de C[S,]’ (resp. deC[S,]‘, ou de C[S,]‘). 
D’apres lelemme 7 et I’application de la mtthode des “slice r presen- 
tations” en thtorie des invariants [2;31 et [4], on a ,uL, >/A;. 
Definissons o, a et b comme au lemme 8. Soit S&l e sous-espace propre 
de p,(y) correspondant a la valeur p opre A.. On a 
Soit 
(XI 9X2% x,) une base de Si, 
(Y,l, Y219-7 Ybl 1 une base de Sg, 
(Y 1,2n > Y*,*n )...Y Y,,,J une base de S$‘. 
Les monomes en les xi et les y, forment une base de l’espace vectoriel 
C[S,]. On a 
avec 
il=exp 
( 
&L + ... +Bbl+ WI2 + . . . + B/J 
+ . . . + WB12, + . +. + Bb,d) . 
> 
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Done $1 . . . x2yff~ .. . y&z E C[S,]’ si et settlement si 
B11+ .*. +fib,+ WI, + **. + Sbd 
+ . *. + 2n(fir,*, + * . . +j?b,JJ E 0 (mod 2n + 1). 
Les y$... n ~$2~ tels que 
811-t *..Bbl+ -WI2 + ... + Bb2) 
+ . . . + WP,,,, + . . . + Bb,*J = 2n + 1 (13) 
font partie dun systeme g nerateur minimal de C[S,]‘. Done PL:, majore le 
nombre de solutions (pII ,..., fib,Zn) E NZnb de (13). 
Soit rle plus grand entier tel que tr(r + 1) < 2n + 1. La solution reelle 
positive de Equation &x(x + 1) = 2n + 1 est (- 1 + 4=)/Z, done 
r>,(-3+J16n+9)/2. (14) 
Posonss=(2n+l)-($(r+l)-l)EN-{O) 
Soient i,, i, ..., i, E( 1, 2,..., b >. Posons 
Pjl = O pour j#i,, 
Bj2 = O pour j#i,, 
Pj3 = O pour j#i,, 
Pi,? = 19 Pi, = 0 pour j#ii,, 
&=O pour j> r. 
Pour ces valeurs des /Iii, la somme du ler membre de (13) est 
s+2+3+ ... +r=s++r(r+l)-1=2n+l 
done VII ,..., pb &) est solution de (13). Compte tenu du fait que s > 0, deux 
suites (iI,..., i,) distinctes donnent des solutions di tinctes de (13). Done 
&, > b’, d’od, compte tenu de (14), 
log&,>,rlogb> 
-3+,/16n+9 
2 (log((2nn>-1) 
-log(2n+l))-22J;;log(z). 
Comme log dim S, = log(c), onen deduit lethtoreme. 
4Rl/l03/1-13 
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